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Rapport du jury :

Les implications entre les divers modes de convergence, ainsi que
les réciproques partielles doivent étre connues. Des contre-exemples aux
réciproques sont attendus par le jury. Les théorémes de convergence (lois des
grands nombres et théoréme central limite) doivent étre énoncés. On peut par
ailleurs exiger de connaitre au moins 'architecture des preuves. L’étude de
maximum et minimum de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi
peut nourrir de nombreux exemples. Pour aller plus loin, les candidats pour-
ront s'intéresser au comportement asymptotique de marches aléatoires (en
utilisant par exemple le lemme de Borel-Cantelli, les fonctions génératrices,

) ou donner des inégalités de grandes déviations. Enfin, les résultats au-
tour des séries de variables aléatoires indépendantes comme le théoreme de
Kolmogorov peuvent tout a fait se placer dans cette legon.

Remarque 1. Cadre : Toutes les variables aléatoires sont définies sur un
espace probabilisé (2, A,P) a valeurs dans R? pour un d > 1, muni de la tribu

borélienne et de la mesure de Lebesgue. (X, )nen et X désignent une suite de
va et une va définies sur cet espace probabilisé.

1 Héritage de la théorie de la mesure : conver-
gence presque sire, convergence en probabi-
lité et convergence L”

1.1 Convergence presque siire

Définition 2 (Candel p262). [Barbe Ledoux p115] Convergence presque sire.
Notation.

Proposition 3 (Barbe Ledoux pl16). On a convergence presque sire si et
seulement st
Ve > 0, P(limsupn—oo|Xn — X| > €) =0 si et seulement si

Ve > 0,limp— oo Psupg>n| Xk — X| > € =0 si et seulement si
(Critére de Cauchy) Ve > 0, P(Upen Nimzn {|Xn — Xim| < €}) =1.

Exemple 4 (Barbe). Ezemple avec des lois de Bernoulli.
Proposition 5 (Ouvrard p90). Unicité de la limite presque stre.

Proposition 6 (Barbe p122). Compatibilité de la convergence presque sire
avec une application continue, avec la somme et le produit.

Proposition 7 (Barbe p117). [Candel p263] Lemme de Borel Cantelli. Rap-
peler le vrai lemme ?

Exemple 8 (Candel p246). Soit (X,,), une suite de va centrées de variances
magorées par une méme constante. Alors (X,,/n), converge ps vers 0.

Contre exemple 9 (Candel p263). [Ouvrard p92] Suite qui converge ps et
dont la série des P({|X,, — X|} > €) diverge.

Exemple 10 (Barbe p118). Soi

t (Xn)n une suite de v.a. iid de loi exp(1)
donnée par la densité f(x) = xr, (v

Je . Alors maxi<;<n(X;)/In(n) — P ps

Exemple 11 (Barbe pl113). Bernoulli de paramétre p, et convergence de la
série.

Proposition 12. Inégalité de Hoeffding et convergence ps.

1.2 Convergence en probabilité
Définition 13 (Barbe pl119). [Candel p264] Convergence en probabilité.

Proposition 14 (Ouvrard p90). [Candel p26/4] Unicité de la limite en pro-
babilité.

Proposition 15 (Barbe p122). Compatibilité de la convergence presque sire
avec une application continue, avec la somme et le produit.

Proposition 16 (Candel p265). La converge presque stre implique la conver-
gence en probabilité. La convergence en proba implique la convergence ps d’une
sous-suite.

Exemple 17 (Barbe). Reprendre l’exemple des Bernoulli avec les py,.

Exemple 18 (Barbe). 1/nS,, converge en proba vers 0 (hypothéses sur les
Xn ).

Contre exemple 19 (Candel p266). [Ouvrard p93] Pour (X,), des v.a.
indépendantes & valeurs dans {0,1}, avec P(X,, =1) =1/n, (X,,) converge
en probabilité vers la v.a. constante 0, mais ne converge pas P-p.s vers 0 car
les événements P(X,, = 1) sont indépendants et de somme infinie.

Donner la sous-suite qui converge.



Proposition 20 (Barbe p122). [Ouvrard p92] Critére de Cauchy.

Proposition 21 (Barbe pl121). Métrisabilité de la convergence en probabilité.
Pour d(X,Y) = Elinf(|X =Y|,1)], d est une distance sur l’ensemble des v.a.
Q — R On a de plus : X,, =¥ X si et seulement si d(X,, X) — 0.

Remarque 22. La convergence ps n’est pas métrisable.

1.3 Convergence dans L? et uniforme intégrabilité
Définition 23 (Barbe p39). Définition de L, de ||.||, pour p € [1,+oc0].

Proposition 24 (Barbe p39). ||.||, est une norme et LP est complet. (Une
suite converge si et seulement si elle est de Cauchy).

Définition 25 (Barbe p124). Converger dans LP.

Proposition 26 (Ouvrard p99). Pour q > p,

LP c Lt c L

La convergence LP implique la convergence L7 implique la convergence en
proba.

Contre exemple 27 (Barbe pl125). Pour X, indépendantes avec P(X,, =
n®) = 1/n et P(X,, = 0) = 1 — 1/n pour un certain ¢ > 0, X, =¥ 0, mais
|| Xnll, = n°Y/? diverge si c > 1/p.

Proposition 28 (Barbe Pages). Si (X,,), converge vers X en norme L9,
alors il existe une extractrice de (X,)n qui converge vers X P-p.s.

Contre exemple 29. Le méme que pour les intégrales ?

Proposition 30 (Ouvrard p98). La limite est unique.
Définition 31 (Barbe p125). Suite uniformément intégrable.

Exemple 32 (Barbe pl25). Une famille finie est UI, une famille telle que
| Xn| <Y psetY estintégrable est UL

Proposition 33 (Barbe pl126). Critére d’UL
Théoréme 34 (Barbe pl126). [Ouvrard] Théoréme de Vitali.
Corollaire 35 (Barbe p128).

2 Convergence en loi
2.1 Définitions et propriétés

Définition 36 (Zuily p515). Convergence en loi avec toute fonction continue
bornée, E(f(X,)) — E(f(X)).

Proposition 37 (Zuily p515). Les 4 équivalences.
Contre exemple 38 (Candel p267). Si f n’est pas continue.

Exemple 39 (Candel p274). Suites qui ne converge pas en loi avec un mat.
Celle qui converge.

Exemple 40. Pour X,, de loi N(a,,c2) avec a, — a et 02 — o > 0, alors
X,, converge en loi vers N(a,c?).

Remarque 41 (Candel p270). X,, et X ne sont pas forcément définies sur
le méme espace. Ne pas conclure X, converge en loi vers X donc X,, — X
converge en lot vers 0.

Proposition 42 (Barbe pl130). [Candel p269] Convergence ps implique la
convergence en loi.

Contre exemple 43 (Barbe p130). [ZQ] Si X suit une loi normale N(0,1)

et X, = (—1)"X alors X,, converge en loi vers X mais ne converge pas ps ni
en proba vers X.
Va de Rademacher et X,, = —X.

Proposition 44 (Barbe pl130). Si X, converge en loi vers une constante
alors X, converge en proba vers cette constante.

Proposition 45 (Candel). Si X,, converge en loi, f(X,) aussi.

Théoréme 46 (Ouvrard p335). Théoréme de Slutsky.

Proposition 47. Convergence en loi pour des va a valeurs dans Z ou a
densité.

2.2 Fonctions caractéristiques et théoreme de Lévy
Proposition 48 (Barbe p129). Théoréme de Lévy.

Contre exemple 49 (Candel p278).

Proposition 50 (Barbe p130). Convergence en proba implique la convergence
en loi. Donc la convergence LP implique la convergence en loi.

Proposition 51 (Bernis). Limite de variables aléatoires gaussiennes.

3 Théoremes limites

3.1 Loi faible des grands nombres et applications
Proposition 52 (Barbe pl140). Loi faible des grands nombres.

Application 53 (Ouvrard p108). Pour Xy de loi de Bernoulli de paramétre
p, (X1 +4..+X,,)/n qui est de loi Bin(n,p/n) converge en probabilités vers la
v.a. constante p.



Proposition 54 (Ouvrard pll). [Barbe p140] Loi forte des grands nombres.
(Ne pas parler de la convergence dans L?, pas encore défini).

Remarque 55. La moyenne empirique (X1 + .. + X,,)/n permet ainsi d’es-
timer E[X1] de fagon consistante.

Application 56 (Ouvrard pl28). [Candel p310,334] Méthode de Monte
Carlo.
Approximation d’intégrale par la méthode de Monte-Carlo : Soit f :

[0,1]¢ — R intégrable. On note I = f[o 14 f(x)d\(z). Pour X, des v.a.
réelles iid de loi U[0,1], on construit Yn := (Xy1,.., Xn,d) qui est une famille
de v.a. iid de loi uniforme sur [0,1]%. On note S,, = (f(Y1) + .. + f(Y2))/n.
Alors, pour toutd < € < ((||fll2/||f]loc)? assez petit, on a : P(I — S, > €) <
2exp(—n(e||fllso/|f|2)%). L’ approzimation de lintégrale de f par le bary-
centre de n évaluations données par des v.a. uniformes a ainsi une probabilité
de ne pas étre e-proche de lintégrale def qui décroit exponentiellement en n.

Exemple 57. Prendre des exemples dans les exercices du Candel.

3.2 Théoreme central limite et applications
Théoréme 58. Théoreme central limite.

Application 59. Application du TCL a la détermination d’un intervalle de
confiance

Application 60. Formule de Stirling.



